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zahl N, Elementarvolumina im Kosmos wird bestimmt
durch Nyy=V/v,, wobei das Elementarvolumen v, mit
March 2 als ein ,kugelférmiges Gebiet von bestimmtem
Radius [, betrachtet wird. Setzt man v,=4/3- 73,
so wird: N.o=12 Rg,3/72 3. Die Anzahl n, Elementar-
volumina im Kosmos, die gerade ein Proton enthalten:

ny=Nvo/Nyr =12 Rg?[n2 B Z .

Damit fiir das Produkt:
r3ny=Rgr[6 Ry b /73 I3 c3] .

Der Klammerausdruck ist eine dimensionslose Zahl,
deren ungefihre GroBe mit Hilfe von Rg2 = c?/16 fo
und dem von Scuiicking 3 angegebenen unteren Grenz-
wert von 6=>5 1072 g/em3 bestimmt wird zu maximal
1,03. Setzt man nun die dimensionslose Zahl genau
gleich 1, dann folgt: r;n,= Rgr. Fiir diesen Fall ist

Rer=hfZ Nypf2lcd Ny

und da Ny, =M fZ/l c%, so besteht die interessante Be-

ziehung
McRgr=Nyyh/2 7.

Unverkennbar ist die Ahnlichkeit mit der Haasschen *
Hypothese. Aus dem Ansatz folgt:

B=3V h/8a%M c Rg:

und daraus durch Substitution von V', M und Rg;:
t=m2Bc23hf.

Auflosung nach f und Substitution von f in der Glei-
chung fiir die Masse bzw. fiir die mittlere Dichte fiihrt
zu Beziehungen, die in der folgenden Tabelle zusam-
men mit den Gleichungen fiir die anderen Groflen wie-
dergegeben sind.

Neuere amerikanische Untersuchungen sowie von
Houtermans ermittelte MeBergebnisse an radioaktivem
Material ergeben Alterswerte von 4,7 - 10° Jahren. Aus
dem astronomisch bestimmten Hussre-Faktor wird bei
Annahme eines mit Lichtgeschwindigkeit sich dehnen-
den Universums ein Weltalter von ~ 5-10° Jahren
berechnet. Ein weiterer Zusammenhang von mikro- und

2 A. Marcu, Naturwiss. 26, 649 [1938].
3 E. Scutickine, Z. Phys. 137, 595 [1954].
4 A. Haas, Naturwiss. 25, 733 [1937].

Die Boltzmann-Gleichung
fiir Gase mit rotierenden Molekiilen

Von L. WaLpman~

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Chemie, Mainz
(Z. Naturforschg. 12 a, 660—662 [1957] ; eingegangen am 26. Juli 1957)

Der Zustand eines Gases mit rotierenden Molekiilen ist
quantentheoretisch durch eine Verteilungsmatrix f(¢, t, ) zu
beschreiben. Die zugehorige Borrzmany-Gleichung, siehe (5),

1 L. Borrzmany, Vorlesungen iiber Gastheorie II. Teil, 7. Ab-
schnitt, J. A. Barth, Leipzig 1898.
2 F. B. Piopuck, Proc. Roy. Soc., Lond. A 101, 101 [1922].

NOTIZEN

n2l8c?
fr== 3hf = 1,498 - 107 sec = 4,748 - 10° Jahre
3he
M = ol 2 =4,235.10% - 2 = 9,728 . 1055 g
3h 1 1 g
e s S 3 .10-12. - __ 5 .10-20
o APBE 7,963 - 10 : 5,318 - 10 om?
V =2na%c3.1 = 5,318-10%2 . = 1,789 - 1084 cm3
3hc
Ao = 2 {2 — 9539, 5.2 — 5 5.107°
pr=3 nli“‘mpr i 2,532 -10% . ¢ 5,685 - 10
e
Ny = 21 .t = 1,670-10%.¢{ = 2,503 - 104
NDT - 3h E 22 9
NL = nzlz-’zpr -t =1,517-1022.¢t = 2,271-10%
3mcd
Ny = op " B = 5,671-108 .4 —1,907.1012!
Ny = Tupr + ¢ =2,239.10%.¢ = 3,355-104
Be =c+t = 2,998 -101°.¢{ = 4,492.10%7 cm
e
Rgr = - 5 " t =4,709-10°.¢ = 7,055.10%" cm
Fp il L | 1 cm?
= o L1010, & — .10-8
f 3% ; 0,999 - 10 : 6,670 - 10 i
Tab. 1.

makrophysikalischen Gréflen findet man aus
Npt/N1.2=6 Ap/ad 1

und I/r;=a" my/me,

wobei a die SommerreLpsche Feinstrukturkonstante ist,
weil daraus folgt: a.mp;/me=n,/NL, in Analogie zur
EppiNeron-Zahl Z =Ny, /Ny, .

Im ganzen fithren die Betrachtungen zur Dirac—
Jorpanschen ® Theorie, wobei aber die Proportionali-
titsfaktoren als Kombinationen der physikalischen
Grundkonstanten erscheinen.

5 P. Jorpax, Schwerkraft und Weltall, Friedr. Vieweg u. Sohn,
Braunschweig 1955.

wird angegeben fiir den speziellen Fall des Lorentzschen
Gases.

Die klassische Fundamentalgleichung fiir Gase aus
rotierenden Molekiilen findet sich schon bei Bortzmany .
Fir das spezielle Modell der rauhen Kugeln hat sie
Pwpuck 2 formuliert und ausgewertet, was auch bei
Cuapvany und Cowring ® dargestellt ist. Das spezielle
Modell harter Ellipsoide hat neuerdings Curtiss# be-
handelt.

Die quantenmechanische Version ist weniger ausge-
arbeitet. Zwar behandelten Wane Coane und Usrex-

3 S. Cuapmax u. T. G. Cowring, The Mathematical Theory of
Non- Uniform Gases, Kap. 11, University Press, Cambridge
1939.

4 C.F.Curtiss, J. Chem. Phys. 24, 225 [1956].
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NOTIZEN

BECK ° die Kinetik mehratomiger Gase unter dem Ge-
sichtspunkt der diskreten Quantenzustdnde, beschrank-
ten sich dabei aber auf den speziellen Fall kugelsym-
metrischer, nicht-rotierender Molekiile.

Zweck dieser Note ist die quantentheoretische Bortz-
MaNN-Gleichung fiir nicht-kugelsymmetrische, rotierende
Molekiile mitzuteilen. Der Kiirze halber sei aber an-
genommen, dal} das Gas aus lauter gleichartigen Mole-
kiilen mit gleichem inneren Drehimpuls J besteht. Der
Drehimpulsvektor kann sich im Raum auf 2J+1 ver-
schiedene entartete Weisen einstellen, welche durch die
magnetische Quantenzahl M — zugehorige orthogonale
Basisfunktionen ¥y — unterschieden werden. Die Stof3e
sind elastisch, jedoch kann sich beim Sto} die Orientie-
rung der Molekiile dndern.

Zur Beschreibung des Zustands eines solchen Gases
bendtigt man eine Verteilungsmatrix mit Elementen
fun(t,t,c¢) an Stelle der gewohnlichen, vom einatomi-
gen Gas her geldufigen Verteilungsfunktion f ohne In-
dizes. ¢, t und ¢ bedeuten Zeit, Ort und Geschwindig-
keit, die Indizes M und N laufen jeder von —J bis
+J. Die physikalische Bedeutung von fyy liegt in fol-
gendem. Es seien Qyny (c) = f Yy* Q ¥y die Matrixele-

mente irgendeines quantenmechanischen Operators 2 (c)
des Einzelmolekiils, genommen mit denselben entarte-
ten Basisfunktionen ¥y , welche den fyy zugrunde lie-
gen. Dann ist durch

Q(t, 1) = *'IW*f MZN OQnu(c) fun(tst,¢) d3e (1)

der statistische Mittelwert von {2 gegeben. Dabei be-
deutet n die Teilchenkonzentration. In invarianter Ma-
trixschreibweise lautet (1)

0= [sp@p e, n=[Sp) e, ()

wo Sp die in (1) ausfiihrlich wiedergegebene Spur-
bildung bedeutet (d3c¢=dczdcydc:) .

Im weiteren sei der Kiirze halber nur der Fall des
Lorentz-Gases betrachtet. Bei diesem wird angenommen,
daBB die Molekiile gegen ruhende, unendlich schwere
Streuzentren, aber nicht gegeneinander stofen. Die
Konzentration der Zentren, die nicht kugelsymmetrisch
zu sein brauchen, werde mit n; bezeichnet.

Das Verhalten des Gases soll auf die Mechanik des
EinzelstoBes zuriickgefiihrt werden. Diese ist durch eine
komplexe Streuamplituden-Matrix a(e,e’, E) charakte-
risiert. Deren Definition ergibt sich aus der ScHRGDINGER-
Welle

elkr’

wy=Wyelker + ;,GMM’(Q’ ¢, E) Y’M'? - (2)

Hierin soll yy die Losung des Streuproblems bedeuten
fiir ein in Richtung des Einheitsvektors ¢ mit der Wel-
lenzahl k& und dem inneren Zustand ¥y als ebene Welle
einfallendes Molekiil; E bedeutet die beim Stofl kon-
stante Energie, ¢’ die Beobachtungsrichtung. Die Streu-

5 C.S. Wanc Cuaxc u. G. E. UnLenseck, Eng. Res. Inst. Univ.
Michigan Report CM 681, Juli 1951.
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amplitude a gibt, zusammen mit der adjungierten Ma-
trix @, ausfiihrlich

anu (e, e, E) =ayy (e, ¢,E)*, (3)

erschopfend Auskunft iiber die Intensitdts- und Polari-
sationsfragen beim Stof.

An Hand von (2) berechnet man zunichst die Ande-
rung des Erwartungswerts () fiir ein als Wellenpaket
einfallendes Molekiil beim Vorbeigang an einem Streuer.
Durch Ubertragen dieser Betrachtung auf Molekular-
strahlen und damit auf das Gas erhdlt man sodann

— in invarianter Matrixschreibweise — die folgende
MaxweLLsche Transportgleichung
nQ on Q
& Tar
—ny [SP[[Q() @ (¢, ¢, E) f(c) ale- ¢, E) &’ (4)
27 & d?
~ 0 (i) ale, e, E) —a" (e, 6, E) ()] “15°
Dabei sind — wie auch im folgenden — ¢ und r im

Argument von f und bei Q weggelassen. Da (4) fiir
beliebiges ©2(c) gilt, kann man durch geeignete Um-
benennung der Integrationsvariablen daraus sogleich
die quantentheoretische Borrzmannsche Fundamental-
gleichung entnehmen:

310, 3O
St or
—Tr [ [ a'(e, ¢, E) f(¢) a(€, e, E) d2e (5)

_ 21,” (7(c) a(e, e, E) —a* (e, ¢, E) f(c))].

Auch sie ist — als Matrixgleichung — wie (4) form-
invariant beim Ubergang zu anderen orthogonalen
Basisfunktionen ¥y .

Die Reihenfolge der Faktoren in (4) und (5) ist
wesentlich, da f und @, ¢" im allgemeinen nicht ver-
tauschbar sind. Das erste Glied rechts in (5) stellt den
Zuwachs von f(¢) durch die Streuprozesse dar, bei de-
nen vor dem Stof} die Geschwindigkeit irgendeine Rich-
tung ¢ hat und danach ¢ betrigt (d%¢’=Raumwinkel-
element, zum Einheitsvektor ¢’ gehorig) ; dieses Glied
ist in den @ quadratisch und besitzt Integralform. Das
zweite Glied rechts in (5) stellt die Abnahme von f(c)
durch die Streuprozesse dar, bei denen vor dem Stof}
die Geschwindigkeit ¢ betrdgt und darnach irgendeine
Richtung hat. Es enthilt die Streuamplituden a, a" in
der Vorwirtsrichtung ¢ =e¢ und ist in diesen linear. Es
kann im allgemeinen Fall nicht, wie man es vom ein-
atomigen Gas her gewohnt wire, als ein dem ersten
Glied dhnlicher Integralausdruck geschrieben werden.

Integralform auch fiir das zweite Glied 1aft sich
niherungsweise erzielen durch die Annahme, dal die
Matrix f(c¢) diagonal sei. Das lduft auf eine Unter-
driickung der Polarisationseffekte bei der Streuung hin-
aus, also auf Vernachldssigung solcher Erscheinungen
wie z. B. der Ausrichtung der Molekiile im Stromungs-
feld (Strémungsdoppelbrechung). Diagonales f kann
mit @ und a” vertauscht werden, und es 1d6t sich dann
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der bekannte Zusammenhang des Imaginirteils der Vor-
wirtsamplitude mit dem iiber alle Richtungen integrier-
ten Absolutquadrat (,,Schattentheorem®)

2{”‘[ a(e,e,E) —a'(e,¢,E) |
= [a(e,¢,E) a' (¢, ¢, E) d2 (6)
f (e,¢,E) a(e, e E) d2e

anwenden. Mit der Abkiirzung

a(¢,e, E) = (2J+1) 5 Spla(e, ¢, E) a(¢’,¢,E)]
1
= QItDE, |am1 (¢, ¢)]2 (7)

wird so aus (5) — fund o sind jetzt gewohnliche Funk-
tionen, keine Matrizen mehr —

31 () +om~ne [ ) —f(©] o(¢, e E) d2 . (8)

ot
Damit hat man die gewohnte Bovrrzvaxs-Gleichung fiir

das einatomige Lorentz-Gas. Ist iiberdies der Streuer
kugelsymmetrisch, so gilt

* Diese Bemerkung verdanke ich Herrn Korre.

Zum Ergodensatz und zum Begriff
der makroskopischen Observablen

Von G. Lubwic

Institut fiir theoretische Physik der Freien Universitat Berlin
(Z. Naturforschg. 12 a, 662—663 [1957] ; eingegangen am 15. Juli 1957)

Wie aus mehreren Beweisen des Ergodensatzes ! her-
vorgeht, bleibt der unverstindlichste Punkt der des
Begriffs der makroskopischen Observablen. Es soll hier
kurz iiber einige Ergebnisse berichtet werden, die auf
manche Fragen eine bessere Antwort gestatten. Der
Kiirze dieser Mitteilung wegen soll nur die Quanten-
mechanik betrachtet werden. In einem groBleren Zusam-
menhang soll iiber die einzelnen Beweise berichtet
werden.

a) Das ergodische Verhalten eines Systems, das Stre-
ben nach einem Gleichgewicht, ist nicht eine Sache des
Beobachters, sondern des Systems selbst. Die makro-
skopischen Observablen sind vom Svstem her bestimmt
und nicht durch den Beobachter im Sinne der Informa-
tionstheorie.

Es ist weiterhin zu unterscheiden zwischen ergodi-
schen Observablen und makroskopischen Observablen.
Der Zeitmittelwert der zeitlichen Schwankungen des
Erwartungswertes einer ergodischen Observablen ist ver-
nachlissigbar klein. Durch den in . Der MeBprozell* 2
dargestellten Beweis (hier ist auf Seite 493, Zeile 10,
zu verbessern:

1 J.vox Neumaxy, Z. Phys. 57, 30 [1929]. — W. Pavir u.
M. Fierz, Z. Phys. 106, 572 [1937]. — G. Lupwic. Z. Phys.
135, 483 [1953]. — M. Fikrz, Helv. Phys. Acta 28. 705

NOTIZEN

a(¢,e,E)=a(e,¢,E) =0(yE),
und man hat ,detailed balance®.

Im speziellen Fall /=% (Elektronenspin) und bei
kugelsymmetrischem Streuer ist die Streumatrix a/(e, ¢)
in der Vorwirtsrichtung notwendig diagonal. Daher
kann man hier im zweiten Glied rechts in (5) f in
Strenge ausklammern und sodann das Schattentheorem
(6) anwenden *.

Es ist aber bemerkenswert und befriedigend, dafl}
im allgemeinen Fall, wenn man keine ,detailed ba-
lance® hat, auch die strenge Bovrrzmann-Gleichung (5)
eine wesentlich von der gewohnten Form (8) abwei-
chende Gestalt annimmt.

Die geschilderten Betrachtungen lassen sich ohne
weiteres auf den Fall eines beliebigen, nicht-LorenTz-
schen Gases tibertragen. Damit ldBt sich dann das H-
Theorem allgemein fiir Gase mit rotierenden Molekii-
len beweisen. Dariiber soll in einer ausfiihrlichen Pu-
blikation in dieser Zeitschrift berichtet werden.

Durch einen ldngeren Aufenthalt am Heidelberger
Institut fiir theoretische Physik, den ich Herrn Prof. J.
H.D. Jexsex verdanke, hatte ich Gelegenheit, mit den
dortigen Herren die Probleme dieser Arbeit eingehend
zu diskutieren. Insbesondere danke ich Herrn Kollegen
H. Korere fiir viele Gespriche und Herrn H. Wemex-
MULLER fiir seine Kritik.

wo cosz=¢ee ,

Z=lg)= 3

e, e’ (e+¢€’)

[(e]4]&) (e

p) (p]e)?

der folgende Satz ,Das Ungleichheitszeichen . . . woll-
ten® ist zu streichen; und m=Max ist fiir e3¢ zu
nehmen) werden nur die ergodischen Observablen aus-
gezeichnet.

Der Versuch, die makroskopischen Observablen durch
die dortigen Betrachtungen von Seite 500 bis 502 aus-
zuzeichnen, ist zu willkiirlich. Da nicht alle ergodischen
Observablen makroskopisch sein konnen, weil es nicht-
vertauschbare ergodische Observablen gibt, miissen die
makroskopischen durch einen anderen Gesichtspunkt
ausgezeichnet sein, der sich im folgenden ergibt. Dafiir,
dal} es wirklich ergodische und doch nicht makroskopi-
sche Observable gibt, sei z. B. nur verwiesen auf die
Geschwindigkeit v eines Teilchens in einem Gase, de-
ren Erwartungswert v(t) zeitlich einer Konstanten 2,
zustrebt, wahrend v selber auch im Gleichgewicht zeit-
lich stark schwankt. Dagegen strebt der Druck p als
makroskopische Observable einem konstanten, praktisch
nicht mehr zeitlich schwankenden Wert zu.

b) Die Eigenwerte &, des HamiLron-Operators H des
Systems seien diskret und nicht entartet, ¢, die zuge-
horigen Eigenvektoren, P,, die zugehorigen Projek-
tionsoperatoren. Das System sei aus N gleichen Teil-
chen zusammengesetzt, so daBl der HiLgerr-Raum des
Systems gleich [R"] ist, wobei R der HiLerr-Raum
eines Teilchens ist und die eckige Klammer andeuten
soll, daB entweder nur der symmetrische oder anti-

[1955]. — J. E. Farcunar u. P. T. LaxpsBerc, Proc. Roy.
Soc., Lond. 239, 134 [1957].
2 G. Lupwic, Z. Phys. 135, 483 [1953].



